Université de Tours/UFR Sciences & Techniques Année 2018-2019
Licence de Mathématiques L2 semestre 2

Rattrapage Analyse 4 , durée : 2h. Bareme indicatif sur 24 pts.

Les calculettes et téléphones portables ne sont pas autorisés.
Toute réponse doit étre soigneusement justifiée.

Exercice 1. 9pts (Séries de Fourier, Dirichlet, Parseval, cv. normale, opérations TaT)
T

On désigne par f(.) la fonction paire 2m-périodique donnée sur [0, 7| par f(x) = 5~ %

1. (a) Esquisser le graphe de f(.). Indiquer la régularité qu’a cette fonction (continue ?
contintiment dérivable? C' par morceaux) ?

(b) En déduire I'ensemble des valeurs de x pour lesquelles SF¢(z) = f(z).

2. (a) Montrer que la série de Fourier de f(.) s’écrit

4 X cos((2 + 1)z
SEy) =22 ((2(pp+1)2) .

+oo 1

(b) Trouver la somme de la série Z 2——|‘1)
p

3. (a) Montrer que la série SF(.) converge normalement sur R.
(b) En déduire que pour z € [0, 7]

Z/ cos 2p+1t)dt_3:(7r—x)
(2p +1)2 2

z(r—x
(¢) Soit g la fonction impaire 27-périodique définie sur [0, 7] par g(x) = z(r —2)

2
Expliquer (on ne demande pas de preuve complete) pourquoi I'on devrait avoir

4 Xsin((2p + 1))
m

SEy(z) = (2p+1)3

p=0
(d) Vérifier que sin((2p+1)—=) = (—1)? puis trouver 1 del E —( D
erifer que sin uis trouver la somme de la série

4. Sans effectuer les calculs, indiquer deux méthodes différentes pour trouver la somme
+oo
1

de la série 5 —_—
6
= (2p+1)

Tournez, SVP



Exercice 2. 5pts (Séries entiéres classiques, rayon, opérations TaT)

1.

(a) Trouver le rayon de convergence R et rappeler 'expression de la somme S(x)
+oo

(pour x €] — R, R[) de la série entiere Z(—l)"‘lx—.
n=1 n
+o00 anrl
(b) En déduire le rayon R’ de la série ;(—1)”1m puis montrer que la

somme T'(x) est une fonction continue sur [—R', R].
(c) Trouver I'expression de la somme T'(z) de la série de (b).
Indication : on peut commencer par calculer la dérivée de la fonction

F:x»—>(1+x)<ln(1—|—x)—1).

+oo 5
Trouver le rayon de convergence de la série entiere E —— puis indiquer le com-
n
n=1

portement de la série aux limites du domaine de convergence.

Exercice 3. /pts (Cv. simple et uniforme d’une suite / d’une série de fonctions)

Soit la suite de fonctions (f,(.)), sur I = [0, 1] définie par

= W =

folz) =2+ (1 —2)™.
Trouver la limite simple de cette suite.
Montrer que la convergence de (f,(.)), n’est pas uniforme sur [0, 1].
1
Soit 0 < a < 3 Montrer que la convergence est uniforme sur l'intervalle [a, 1 — a].

En déduire que la série
oo

Y (1" fale)

n=0

converge uniformément sur [a, 1 — a).

Exercice 4. 6 pts (Résolution des équations différentielles a l’aide des séries)

1.

(a) Rappeler I'expression de la somme de la série

LA A S S (o) + ..
2 23 2-3-4 2-3-4-5 2:3:4----(n—1)-n
Sur quel domaine la série converge 7
(b) Trouver une solution de I’équation différentielle y”(z) — y(x) = 0 vérifiant

y(0) =1, ¥'(0) = —1. Indiquer le domaine de validité de la solution obtenue.
Indication : on peut chercher sous la forme ag—+ax+asx® +asz® +asx’ +asz® +. ..
(a) Trouver une solution de I’équation différentielle

s

Y'@) = ylo) = S

valable sur l'intervalle |0, 7].
Indication : on peut chercher sous la forme de série de Fourier d’une fonction paire.

(b) Justifier que la formule obtenue donne bien une fonction deux fois dérivable.



