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EP 2 : Arithmétique Semestre 3

L’épreuve dure 2h. Les quatre exercices sont indépendants. La notation tiendra compte de la clarté
de la rédaction. Toute affirmation doit étre justifiée sauf mention explicite.

Exercice 1 On considére la suite de Fibonacci (u,),en définie par récurrence :

up=0,u; = L,up1 =up +upy Vn > 1.
1. Montrer que pour tout (a,b) € Z?\(0,0), on a (a,b) = (a,a +b).
2. Montrer par récurrence sur n que (U, t,+1) = 1 pour tout n > 0.

Exercice 2 Les équations suivantes admettent-elles des solutions entiéres 7 Si oui lesquelles, si
non pourquoi ?

1. 1932 + 19y = 1;
2. 122 — 15 =5 mod 30.

Exercice 3 Soit n un entier strictement positif. On dit qu'un entier a € Z est inversible modulo
n si et seulement si il existe b € Z tel que ab =1 mod n.

1. Montrer que 0 n’est pas inversible modulo n et que 1 est inversible modulo n.

2. Montrer que si a et a’ sont inversibles modulo n alors aa’ est inversible modulo n.
3. Montrer que a est inversible modulo n si et seulement si (a,n) = 1.

4. Calculer I'inverse de 5 modulo 7.

n!

Exercice 4 On rappelle que (Z) = G

1. Soit p un nombre premier.

(a) Montrer que pour tout k € {1,...,p — 1}, le pged de k et p vaut 1.
(b) Soit k € {1,...,p—1}. On admet que (Z) € N. Montrer que p divise (Z)
(c

)
) Montrer que pour tout a € N on a a? = a mod p.
(d) Montrer que a?~' =1 mod p si et seulement si p ne divise pas a.

2. On souhaite démontrer la réciproque de 1.(a), c’est-a-dire :
n .
(%) n| (k) pour tout 1 < k < n = n est premier.

Soit n € N un nombre composé et soit p un de ses facteurs premiers.

(a) Montrer que p ne divise aucun des entiers n —1,n —2,....,n —p+ 1.

(b) En déduire que p ne divise pas (;j) et que n ne divise pas (Z)

(c) Enoncer la contraposée de (*) et conclure.



