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Exercice 1. [Principe d’incertitude de Heisenberg]
On rappelle la normalisation utilisée de la transformation de Fourier sur R :

Vu € S(R), V€ € R, 4(¢) = \/12?/_00 e~y () da.

1. Soit u € S(R) montrer que

/ T (@) de = / T lePlace)? de.

—00 —

2. Soit u € S(R) a valeurs réelles, montrer que

/Z Wt (z) do + 2 (/Z ru(z)d (2) dw) o

. ~ L e :
Sl < ([ tebtatordae)” ([ ihuiPa)

3. En déduire que



Exercice 2.

Rappels et notations : L ’expression du produit scalaire sur L?

per €st donné par :

Vu,vEL%er (u,v) ! / u(x)v(x) dz,

zg_7r

et, pour tout n € Z, on note e, € Cpg, la fonction définie par

Vz € R, ep(z) = ™.

Pour u € L%er, et n € Z, on note ¢, (u) le n-itme coefficient de Fourier de u. On rappelle enfin que ¢?(Z; C)

est 'espace de Hilbert des suites (a,)nez telles que

> lan]? < +oo.

nez
muni de son produit scalaire standard.

2
per

nge ngrv <U,¢/> = _<f7¢>

2

3 2
Soit u € L er

per’

on dit que u admet une dérivée faible dans Lz, si il existe un élément f € Lz . tel que

On dit alors que f est la dérivée faible de u. On note ngr I’ensemble des fonctions de L%er qui admettent
une telle dérivée faible.

1. Soit f € L2, et (cu(f))nez, en quel sens la série Y-, cn(f)en converge-t-elle ? Rappeler la formule
de Parseval-Plancherel.

2. Montrer que si u € Cpg, alors

Vk > 0,3M; >0, Vn € Z*, |ca(u)] < Mg|n|~". (1)

3. Réciproquement, montrer que si u vérifie la condition précédente (1), alors la série > cn(f)en

définit une fonction C, qui coincide avec u.

e
4. Soit (ap)nez une suite a valeurs complexes, montrer que les deux propositions suivantes sont
équivalentes (on rappelle que ¢y est ’ensemble des suites & support fini).

(i) <Z|an|2) < M,

neL

1
2
(i) Vb€ co, | Y anbnl <M (Z |bn2> .

nez ne’l

5. Soit u € L?

2 s montrer que u € H si et seulement si (nc,(u))nez € £2(Z; C).

per

6. Montrer que si u € Hl;l)er alors, en notant u’ sa dérivée faible, on a

u = Zincn(u)en dans L?

per*

Indication : on pourra commencer par calculer les coefficients de Fourier de u'.



Exercice 3. [Noyau de Poisson]
On utilise les notations de 1’exercice précédent (qui sont aussi celles du cours).

1. Soit r €]0,1[ et f € L2, on souhaite définir P, f par la formule

per»

P.f = Z cn(f)r‘men.

ne”

2

ser €6 que f — P, f définit alors un opérateur

Montrer que cette série converge normalement dans L
linéaire continu de Lger dans L%er.
2. Montrer que pour tout r €]0, 1[ et toute fonction f € L2 ., P.f est en fait C™.

per?
Indication : on pourra utiliser la question 3 de [’exercice précédent.

3. Pour r €]0,1] et 6 € R, Calculer les sommes

Zrneina ot Z T,\n\einHI

n=0 n<—1
4. Soit r €]0, 1], on définit p, sur R par

1—7r? 1z
1—2rcosf+r2 |1 — 22

en posant z = re®.

pr(e) =

Montrer que

Vfe L2, P.f(0) = 1/7r pe(0—0)F(60) b

27 J_,

5. Montrer que

vr €]0,1], V0 € R, p.(6) > 0,

T

1
vr €]0, 1], 277/ pr(0)dO = 1,

—T
1— 72
sind

vr E]Ov 1[’V5 6]07 g[a Sup{]l|0\>6pr(0)v 0 6] - 71—771-[} <

Indication : on pourra utiliser la question précédente pour f bien choisie pour le deuxiéme point,
et faire un dessin dans C pour le troisieme.

6. En déduire que si f € C’g alors

er
r—1
Indication : on pourra commencer par montrer que

s

6 >0, Vr <1, [£(0) — Pf(0)] < Ms + 2||f]lso / L 1o500(68)) 6,
ot Ms = sup {|£(6) — (0)]. 0] < 6}.

7. Soit f € C’g on suppose que Vn € Z, ¢,(f) = 0. Montrer que

er?

vr€]0,1], Y en(H)r'™ < flloo-

neEZ

En déduire que ), cn(f) converge et vaut f(0).



Probléme : autour de I’équation des ondes dans R2.

L’objectif de ce probleme est d’étudier la résolution du systéme suivant (qu’'on imagine posé pour une
fonction 1) € S(R?)

V(t,z,y) € R x R? Q?u(t,z,y) — Au(t,z,y) = 0
V(z,y) € R? u(0,z,y) = 0
V(l‘,y) € RQ 6tu(0,$,y) = w(%y)

Il est décomposé en quatre exercices qui ne sont pas indépendants. On pourra donc admettre les
résultats des questions précédentes (si on n’a pas réussi a les démontrer), en le signalant bien sur sa copie,
pour continuer & avancer dans le probleme.

On note Jy la fonction définie sur R par

I
Jo(r) / e "re30 dp.

:% .

On rappelle que la transformée de Fourier sur R? est définie par

-~ 1

Ben) = Flliem = 5 [T i,y dady,

P-1 : Un calcul préliminaire

Pour a € R, on note ay = max(a,0). Pour tout ¢t € R, on introduit fonction w(t, -) définie sur R? par

=

w(t,z,y) = (£ —a? —y?), 7.
L’objectif de cette partie préliminaire est de calculer la transformée de Fourier (par rapport a (z,y)) de
w(tu )
1. Pour tout t € R, montrer que w(t,-) est dans L!(R?).

2. Soit f € L'(R?). On dit que f est une fonction radiale lorsqu’il existe une fonction F € L*(]0, +ool, rdr)
telle que f(z,y) = F(y/2%2+ y?) (on pourra écrire f(z,y) = F(r) avec r = \/x2 + y2). Montrer

qu’alors
V(& n) € R%, FfI(&mn) = G(p)avec p = /€ +7?, et

Vp >0, G(p) = />0 F(r)Jo(rp) rdr.

3. On admet que

Jo(rp) rdr = snp

1
1
A ER,/ _—
P 0o V1—r2 P

En déduire que

V(Em), Flu(t, )] n) = Smf”), avee p= E 1 72, @)

P-2 : Existence

Soit ¢ € S(R?) on définit u sur R x R? par
1 , - in(¢
u(t, ,y) = 2/ e’(”"’“y")@!)(&n)smi ) dedn, avec p = /TP
™ JR2

1. Montrer que u est C* sur R x R? et vérifie 'équation des ondes :

d%u

2
Y(t,z,y) € R x R, 52

(t,z,y) — Au(t,z,y) = 0.

4



2. Montrer que

9 u(0,z,y) = 0
v(z,y) € R, { (0, 2,y) = (zy).

3. En utilisant (2), montrer que

ultz,y) = 5- [ (=@ = = ) Ty y) do'dy’

- / / — ) 24p(x + rcos b, y + rsin ) rdrdb.

P-3 : Unicité
On note X l'espace des fonctions u € C®(R x R?) qui vérifient de plus la propriété suivante :

VI'eR, Vk,/,m,N € N,IM > 0,
vt e [-T,T), V(.y) € B2, [0F0Lo ult,,y)| < M1+ a2+ )N

On pourra remarquer que si u € X alors toutes les dérivées partielles (de tout ordre) de u sont encore
dans X. On pourra utiliser les formules d’intégration par parties suivantes, valables pour v et v dans X :

/ (Oyu) - vdxdy = —/ u - (0yv) dxdy
R2 R?2
/ (Oyu) - vdxdy = —/ u - (Oyv) daedy
R2 R2

1. Soit w € X on définit les fonctions p et ¢ sur R par
p(t) = /R2 (Opult, ,y))* dzdy
0ot) = [ @cutta.)* + (0yuta.y) dady

Montrer que p et ¢ sont C* sur R.
On pourra rédiger soigneusement le cas C et expliquer plus rapidement comment avoir C*

2. On suppose que u € X est solution de I’équation des ondes
O*u — Au = 0.

Montrer qu’alors p + ¢ est constante.

3. Montrer que le probleme suivant (posé pour 1) € S(R?)) a au plus une solution u dans X.

V(t,z,y) € R x R? Q2u(t,x,y) — Au(t,z,y) = 0
V(:C,y) € R? u(O,x,y) =0
V(x,y) S R2 8tu(07xay) = ¢(3€,y)

4. Montrer que la solution construite dans la partie précédente est dans X. On pourra commencer
par montrer I'expression alternative

u(t,z,y) = // (1 — %) 24(z +tscosb, y + tssin ) sdsdf



P-4 Justification du calcul admis

L’objectif de cette partie est de montrer I'identité suivante :

! 1 sin p
Y GR,/ —Jo(rp)rdr = —.
P 0 V112 o(rp)

L’idée est de montrer que le membre de gauche est développable en série entiere et que son développement
en série entiere coincide avec le membre de droite.

1. Montrer que Jy est une solution de ’équation différentielle
2 11 / 2 _
T JO +TJO+T J() = 0.
2. Montrer que Jy est développable en série entiere sur R :

Jo(r) = Zakr%.

k>0

3. Etablir une relation de récurrence vérifiée par les ay.

1 t2k‘+1
I, = / —dt.
0 1—¢2

Montrer que les I vérifient une relation de récurrence que 1’on précisera.

4. On note

5. Conclure



