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Exercice 1. On rappelle que L2, est muni du produit scalaire normalisé

(u, v) = 217r/7r w(@)v(0) do.

Pour n € Z, on note e, la fonction définie sur R par e, (0) = exp(ind).
On note h!(Z) ensemble des suites (ay,)nez, indexées par Z, & valeurs complexes, et telles que

> 1+ [n)an* < 0.

nez
sur h!(Z) on définira la norme || - ||, par
1
2
ol = (500 + )
nez

On pourra utiliser sans démonstration que h!(Z) muni de cette norme est complet.

On notera F' application v — F(u) = (c¢n(u))nez qui & une fonction L%er associe la suite de ses
coefficients de Fourier. On rappelle que c’est un isomorphisme d’espaces de Hilbert de Lger sur 2(Z).

1. Rappeler la formule de Parseval-Plancherel exprimant (u,v) & 1’aide des coefficients de Fourier de
u et v.
2. Soit u € C’éer. Montrer que
Vn € Z, c,(u') = inc,(u).
En déduire que F(u) € h'(Z).
3. Soit u € C}

per»

4. Montrer que h'(Z) C ¢*(Z) et :

exprimer ||F(u)||;1 & laide de u et '

Va € h'(Z), llallm < llalle.

5. On définit H!, C L%er par

per

uwe H

per

= F(u) € h(2)

. Montrer que u € Hrl)er si et seulement si

> Inflen(w)? < +oo.
nez

6. Montrer que si u € ngr alors il existe f € Lger telle que

Vv € C’éer, (u,v')y = (f,v).



Exercice 2. Soit D = {(z,y9) € RZ 2?2+ y? <1} et D = {(z,y) e R%, 22 +¢y2 <1} et S = {(z,9) €
R?, 22 +¢% = 1}.

On pourra identifier (x,y) € R? et x + iy € C.

Le probleme de Poisson consiste a se donner une fonction continue f sur le cercle S et a chercher une
fonction u de classe au moins C? dans D et CY dans D telle que

8£u+8§u = 0 dansD
(P){ U = f surS

On notera A 'opérateur différentiel défini par
2 2
Au = d;u+ dyu,

Pour K = R ou C on notera Xg = C%(D,K) N C°(D,K) autrement dit, X est I'espace des fonctions &
valeurs dans K, de classe C? sur D qui se prolongent de facon continue & D.

1. Soit u € X, justifier qu’il existe mg € D tel que
u(mo) = max {u(m), m € D}.

2. On suppose que le maximum mg est dans . Rappeler la définition de la matrice hessienne de u
en mo. En déduire qu’alors Au(myg) < 0.

3. Soit u € X telle que
YmeD, Au(m) >0
YmesS, wu(m)<O0.
Montrer qu’alors
Vm € D, u(m) <0.

4. Soit © € X vérifiant
YmeD, Au(m) >0
YmesS, wu(m)<0.

Pour tout £ > 0, on définit la fonction u. sur D par
us(,y) = ulz,y) + e(z® +y* = 1).
Montrer que o
Vm e D, u(m) <O0.
En déduire -
Ym e D, u(m) < 0.

5. Montrer que si u € X vérifie
YmeD, Au(m) =0
VmesS, wu(m)=0.
alors u est nulle dans D.
6. Montrer que si f est continue et a valeurs réelles alors le probleme de Poisson (P) défini dans

I'introduction a au plus une solution u dans Xg.

7. montrer que si f est continue et & valeurs complexes alors le probleme de Poisson (P) a au plus
une solution dans Xc.



Exercice 3. On notera X l'espace des fonctions continues bornées de R a valeurs dans C. On rappelle
que, muni de la norme de la convergence uniforme, X est un espace de Banach.

1. Justifier que la fonction x +— % est dans X N L?. On notera

M = /_Z (Sizm)de.

2. Calculer, en fonction de z € R, 'intégrale suivante :

1
k(z) / (1= fg)eis e

3. En déduire que
Lol sin(5)y2
_ 151 iz -7 . (=27
VL>0,/ (1— e ds = L ( )

Lz

4. Soit f € LY(R), on note f sa transformation de Fourier définie comme dans le cours. Soit L > 0,
on définit la fonction K [f] sur R par

Ki[fl(z) = E/OL </1 f(g)e”ﬁdg)dx

Montrer que K,[f] est bien définie et appartient a X.

5. Montrer que
L

voe R Kulflo) = [ f)(1-)eae
6. Montrer qu’il existe une fonction k;, € X N L'(R) telle que K [f] = f * k. On exprimera, pour
tout z, kr(z) en fonction de k(z).

7. On suppose que f € X NL'(R) montrer qu'il existe une constante A4, que I’on exprimera en fonction
de M telle que
KL[f)(0) —— A~ f(0).
—+o00
8. On suppose que f € X N L' et que
VEER, f(&) =0.

Montrer qu’alors f e L'



