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Exercice 1. On souhaite construire un aquarium parallélépipédique de volume V. Quelles doivent étre les
dimensions L,1, h (longueur, largeur et hauteur) de l’aquarium pour utiliser le moins de verre possible ? (Re-
marquer que l’aquarium est composé de 5 plaques de verre)

Exercice 2. On considére le probléeme : Trouver

inf  (z+ 1)2 + y2 +(z - 1)2,
(z,y,2)eC

ol
C={(z,y,2) ER’ | s +y+2:<4,220,y 21z 2 1}.

Montrer que la borne inférieure est atteinte en un point unique et trouver les coordonnées de ce point. On
commencera par établir que C' est un convexe fermé.

Exercice 3. Soit A une matrice symétrique définie positive.

1. Démontrer bricvement que le conditionnement de A pour la norme ||.||5, K2(A), vérifie Ko(A) = % ol

w1 (1y) est la plus petite (resp. la plus grande) des valeurs propres de A.

2. On souhaite établir ’inégalité de Kantorovitch

(Ax,x)(A_lx,x) - (Ko(A) + 1)2

Pour toutx #0 1< < ,
||ac||4 4K,5(A)

(a) En utilisant une base orthonormée bien choisie pour rendre simple l'expression de (Az,z) et de
(A2, 2) et Uinégalité de Cauchy-Schwarz, démontrer que

|2]|* < (Az,2)(A™ 2, 2)

b) Démontrer que la fonction f : x — = + £2 est convexe et en déduire son mazimum sur Uintervalle
w T
1

(1, pin -
(¢c) En utilisant le fait que Vab < %(a+b), déduire Uinégalité : \/(Ax,x)(A™lz, x) < %(,/5—1+ %)| |z||?

puis la deuxiéeme partie de l'inégalité de Kantorovich

3. On désigne maintenant par T l’unique solution du probléeme de minimisation de J(x) = %(Ax,x) —(b,x)
dans R"™ pour b € R".

(a) Soient xq et p deur vecteurs de R". Montrer qu’il existe un unique réel X que l’on calculera, tel que :

J(zo + Ap) = m'}g J(xg + up).

HE

(b) On définit une méthode pour résoudre trouver T par :
Initialisation xy donné, calculer ro = Axg — b.
Algorithme Pour k = 0 tant que r, # 0 faire

llre
(Arg,Tr)
® Tpy1 = Tp + ATy

.>\k7=_

® Tri1 = A$k+1 —-b= re + )\kA’I’k

Comment se nomme cette méthode ?
On mesure Uerreur de convergence par E(xy) = (A(xy, — 1), 2, — ).



(c) Etablir que E(xy) = (Tk,A_lrk),

5 - o em)®
(d) Démontrer que E(xpy1) = E(ay) (1 (Arkyrk)(A,lrk’m)).

Ko(A) - 1)2
Ky(A)Y+1)°

(f) En déduire la convergence de la méthode. A quelle condition est-il plus intéressant de résoudre le

(e) Démontrer, grice & l'inégalité de Kantorovitch, que l'on a E(xpyq) < E(:z:k)(

systeme linéaire M~ Az = M™"b que le systéme Az = b?

Exercice 4. Quelques propriétés des polynémes de Tchebychev
Rappel : on désigne par T,, le polynéme défini par la récurrence :

On rappelle aussi que la fonction ch : t — cosh(t) = %(et +e ") et que sh(t) = %(et —e

1.

6.

To(X)=1T1(X) =X, Vnz1l T, (X)=2XT,(X)-T,1(X).

-t

(a) Etablir que sie = +1 , ch(a + eb) = ch(a)ch(b) + esh(a)sh(d).

(b) Démontrer que la fonction ch est strictement conveze et qu’elle admet sur R’ une bijection réciproque
notée argch définie sur [1, +oo].

(c) Que pouvez vous dire de la convezité ou concavité de argch ¢
(d) Etablir en posant y = ¢' que argeh(z) = In(z + Va2 — 1)
Etablir que
Vz,|z| =1, T,(x) = cos(narccos(z))

et que la famille des polynémes est une famille de polynémes orthogonauz pour dans LQ(] -1,1[,w) , ou

w(z) = et le produit scalaire (f,g), = Ib F)g(t)w(t)dt .

1
V1 — 2
Démontrer que
Vz =1 T,(z)=ch(n argch(z)). (1)

et en déduire que

Vn =0, Tn(x)=l[(z+\/x2—l)n+(z— x2—1)n:|. (2)

2

. Soit E,, l’ensemble des polynomes de degré n dont le coefficient en x™ est 1. Montrer, & l’aide du théoréme

des valeurs intermédiaires, que

T,
Vpe E, max 1T (@) < max |p(2)].

—izz<1 9Nl —lsz=<1
On pourra raisonner par l’absurde et calculer la valeur des T, (x}) ot x), = cos(km/n).

On définit q,, par #TnH(X) = X"t - Gn(X) . Etablir, en citant précisément le théoré¢me utilisé, que
n+1

g, est le polynome de meilleure approximation uniforme de X sur R, [ X ], lespace des polynomes de

degré inférieur ou égal a n.

En déduire que le choix des zéros des polyndémes de Tchebychev est le meilleur pour l’interpolation.

B) Approximation des fonctions Lipschitziennes

1.

2.

2i+1
n+1

Démontrer que les racines du polynome T, 4y sont les x;,, = cos(0;,) = cos(5( ). On appelle les x; ,

Points de Tchebychev de "rang" n pour Uintervalle [—1,1].
Etablir que les polynomes (L; ,)1<i<n d’interpolation de Lagrange aux points x; ,, ont pour expression

H?:o(X - ;)

LG(X) = (X —z;) ni¢j($i _xj).

puis que
Tn+1 (X)

(X —2)Ty 4 (2).

Lz,n(X) =



3. En déduire que

n+1(X) V

Lin(X) = (' 25

4. En déduire que
| sin 6; cos(n + 1)6)|

L <
|L; (cos@)| < (n+1)|cos(8) — cos(6;))]
puis que
| cos(n + 1)6)|
|Lin(cos0)] < 7T(n +1)|6 - 6;]

5. En utilisant le théoréme des accroissements finis, et en posant h = ﬁ démontrer que

1

Z |L’L n(COSH” = Z — + 3.
(n+ Dh (i i—1,i+1) li=jl-1

et en déduire qu’il existe C' > 0 telle que

n = |Lin(cosd)| < Cln(n).

6. Redémontrer que, pour tout [ : [a,b] = R, et si P,(f) désigne le polynéme d’interpolation de f en les
points de Tchebychev de “rang” n, on a :

||f_Pn(f)||oo < (1 +An)d(faRn[X]) )

ou d(f,R,[X]) = qe]IIRE{X] I1f = qlloo-

7. Supposons f Lipschitzienne. En admettant le théoréeme de Jackson qui assure que d(f,R,[X]) < Km,
établir que la suite des polyndomes d’interpolation auzx points de Tchebychev au rang n converge uniformé-

ment vers f.

8. Si on pose Ey(z) = f(z) = Po(f)(z), établir que si f est C"*'([~1,1]), on a
1 1

”En”oo S 2_n(n+ 1)|

n+1
17 oo

C) Intégration numérique
On se fize un entier k et on souhaite approcher, pour des fonctions continues sur [—1,1] l’intégrale I_ll f(t)dt

par j_ll Py(t)dt ou Py désigne le polynome d’interpolation de Lagrange aux points x;j = cosb; racines du

b =T,
polynome Ty,1. On pose a,(x) = J %yn(y)dy
-1

1. Etablir qu’il existe des réels w; i, tels que I_ll P (t)dt = Zl owikf(xik). Que valent les w; ), en fonction

des L; i, 7
2. Etablir que
i . ag 1($i,k)
wik = (-1) Sln(ei,k)(;:T
3. Démontrer que a1 (z) — 2za,(x) + a,_1(z) = (1 +(=1)") et que

ag(cos(0)) = (QSin(kG) - Z - 24 bln(kj 2n9))/5m(9)

1=n<k/2

4
4. Démontrer que w; ), = (2 - Z mCOS(Zn@_k))/(k + 1) et que les w;y, sont tous strictement
2 ;
1sn<k/2
positifs.

5. Donner une expression de ’erreur commise pour une fonction f € Ck+1([—1, 1]).



6. Montrer que la méthode est convergente quand k tend vers +00 si f est Lipschitzienne.

Exercice 5. On se donne un intervalle I = [a,b] fermé borné de R et xy, ..., x,, n+1 éléments distincts de I.

1.

Montrer que, pour tout polynéme P de degré n, il existe un unique (n + 1)-uplet de réels (aqg, ..., a,) tel que
P(z) =ao+ai(z —x0) + -+ + ap-1(x — 20) (2 — T,-1).

Soit f une fonction de classe ™t sur [a,b]. Montrer que le polynéme interpolateur de Lagrange de f aux
points xg, . .., x, peut s’écrire

n i—1
Py(x) =) flzo,....x]] [(@ = ).
i=0 k=0

ou les f[xg,...,x;] sont les différences divisées de [ définies par

flzi] = f(;)

f[l'i+1v"'vmj] _fl:xiw~~axj+1]

o)) = o
Déduire des questions précédentes que f[xg,...,x,] est invariant par permutations.
N | oo £
. Montrer en utilisant la fonction f(x) — P,(x) qu’il existe & €]la, b[ tel que f[xg,...,2n] = o
Montrer que |P,(z) — f(z)| < gf:ﬁ,hn(x)l pour tout x € [a,b] avec M,,1 = max,e[qp] |f(n+1)(x)| et
m(x) = [1is,(x — x;). On distinguera les cas x € {xq,...,z,} et x ¢ {zg,...,x,}. Dans le second cas, on
appliquera les résultats précédents au polynéme interpolateur de Lagrange aux points xq,...,T,,T.

Exercice 6. Soit E un espace vectoriel de dimension finie. L’objectif de cet exercice est de montrer que si f
et h sont deux fonctions de E dans R avec f conveze et h concave telles que h(z) < f(x) pour tout x € R", il
existe une fonction affine g telle que h(z) < g(x) < f(x) pour tout x € R",

Pour démontrer ce résultat, nous aurons besoin de la définition suivante : Soit p : E - R, U {00} une fonction.
On dit que p est sous-additive si p satisfait :

e p(Ax) = A\p(x) pour tout x € E et tout A = 0,
e p(z+y) < plx)+p(y) pour tous x,y € E.

On admettra le résultat suivant (théoréme de Hahn-Banach) : Soient p une fonction sous-additive, F un sous-
espace vectoriel de E et ¢ une forme linéaire sur I' telle que Yz € F, o(x) < p(x), alors il existe une extension
¢ de ¢ a E tout entier tel que Vx € E,¢(x) < p(x).

1.

Soit p une fonction sous-additive sur E. Montrer que ’ensemble {x € E,p(x) < 1} est une partie convexe

de E.

. Inversément, si C est un ouvert convexe non vide de E contenant l’origine, on appelle jauge de C' la fonction

pc définie par
pco(z) =inf{a = 0,z € aC},

avec aC' limage par I’homothétie de centre 0 et de rapport o de C.

(a) Vérifier que aC est convexe et que {a = 0,z € aC} est un intervalle de R". [On pourra montrer que si
a< B, aC cpC.]

(b) Déterminer ce que vaut pg(x) si B désigne la boule unité ouverte. On pourra s’appuyer sur une figure.

(c) Montrer que pc est sous-linéaire et que C = {x € E,p(z) < 1}. Ind : pour e > 0, introduire A\ = p(z) +¢
et p=py)+e.)

. Sous les hypothéses de la question précédente, soit y ¢ C. Montrer qu’il existe une forme linéaire ¢ sur E

telle que ¥ (y) =1 et ¥(x) < 1 pour tout x € C.

. En déduire que si C est un conveze ouvert et 0 ¢ C, il existe une forme linéaire k telle que k(z) > 0 pour

tout x € C.

. Soient C; et Cy deux parties convexes avec Cy ouvert telles que C; N Cy = @. Montrer que l’ensemble

C,—-Cy={z—y,x € Cr,y € Cy} est un convexe ouvert et que 0 ¢ C; — Cs.

. Montrer qu’il existe une forme linéaire h et un réel a tels que C; ¢ K" (] = 00,a[) et Cy € k™ (Ja, oo[).
. Si f est convexe, montrer que l'intérieur de l’épigraphe de f, epio(f) ={(z,y) eR" xR,y > f(x)}.

. Conclure.



