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Exercice 1 (Questions de cours). 1. Montrer le résultat suivant : Soient E un K-espace vectoriel et ¢ une
forme linéaire non-nulle sur E. Alors ¢ est surjective.

2. Rappeler la définition d’une forme bilinéaire.

3. Montrer que pour toute forme quadratique ® sur un espace vectoriel F, il existe une unique forme bilinéaire
symétrique ¢ telle que Yz € E, ®(x) = p(x, z).

Exercice 2. Soit F = R3[X] l'espace vectoriel des polynomes réels de degré inférieur ou égal a 3. On se donne
les cinq formes linéaires suivantes :

P1(PY=P(O), @a(P)=P(1), @s(P)=P(-1), @a(P)=P'(0) et u(P) = [ P(1)at.
On ne demande pas de justifier que ce sont des formes linéaires sur E (!).
1. Montrer que B* = (¢1, ¢2, @3, ¢4) forme une base de E*.
2. Déterminer la base préduale (Py, P, P3, Py) de B*.

3. Calculer les réels a, b, ¢, d tels que
P = ap1 +bpg + cps + dpy.

Exercice 3. Soit E = Ry[X]. On counsidére lapplication b: E x E - R définie par

br.Q) = | CEP(0)Q! (1)t
1. Montrer que b est une forme bilinéaire.
Calculer la matrice de b dans la base canonique de Ro[X ], By = (1, X, X?).
Quel est le rang de b 7

Donner les parties symétrique et anti-symétrique de b.
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Donner un exemple de polynome P pour lequel b(P, P) > 0 et un polynéme @ pour lequel b(Q, Q) < 0.

Exercice 4. Dans E = R% muni de sa base canonique, on considére ensemble F; des vecteurs (x1, 2, 23,74, T5)

satisfaisant
T +To+T3+x4+x5=0,

$1—I’2+£L‘3—$4+’I5:0,

To + 2x3 = 0.
1. Justifier que F; est un sous-espace vectoriel de E et que 2 < dim(F}y) < 4.
Les vecteurs v = (1,2,-1,-2,0) et v = (-1,4,3,4,1) appartiennent-ils a Fy ?
Déterminer une base de F} et en déduire sa dimension.

Déterminer un supplémentaire GG; de F; dans F puis en donner un systéme d’équations.

oLk N

On pose Fy = Vect(u,v), olt u et v sont les vecteurs définis a la question 2. Déterminer Fy n Fy.



