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Exercice 1
Soient I un intervalle de R et : I → R une fonction continue et injective.
On considère la fonction numérique H définie sur I × I par H(x, y) = f(x) − f(y) et le
sous-ensemble de R× R : A = {(x, y) ∈ I × I; x < y}.
1. A est-il convexe ? connexe ?
2. Montrer que H(A) est un intervalle ne contenant pas 0.
3. Montrer que f est monotone sur I.

Exercice 2 Soit E l’espace vectoriel des fonctions continues de [−1; 1] dans R muni de la
norme de la convergence uniforme.
1. Expliciter cette norme et donner un exemple d’un élément de E de norme 2.
2. On considère la forme linéaire T définie sur E par

T (f) =

∫ 1

−1
t.f(t)dt

a. Montrer que T est continue et |||T ||| ≤ 1.
b. En considérant la suite de fonctions fn définies par :

fn(t) =


−1 si −1 ≤ t ≤ −1n
nt si −1

n ≤ t ≤ 1
n

1 si 1
n ≤ t ≤ 1

Montrer que |||T ||| = 1.
3. Montrer que l’ensemble A = {f ∈ E; |T (f)| = 1} est un fermé de E.

Exercice 3 Soient H un espace de Hilbert sur R et P ∈ L(H) une application linéaire
continue de H dans H qui vérifie P ◦ P = P et ‖|P |‖ ≤ 1.
1) Montrer que ImP = {x ∈ H/ P (x) = x}. En déduire que ImP est un fermé de H.
2) Dans la suite on veut montrer que P est la projection orthogonale sur ImP .
a) Montrer que pour tout x ∈ H

‖P (x)− x‖2 + 2 < x,P (x)− x >≤ 0 (1)

En déduire que

‖P (x)− x‖2 + 2 < x− y, P (x)− x >≤ 0 ∀x ∈ H ,∀y ∈ ImP (2)

Indication : Remplacer x par x− y dans (1).
b) En remplacant x par tx, t ∈ R dans (2), montrer que pour tous x ∈ H et y ∈ ImP on
a < y, P (x)− x >= 0.
c) Conclure.



Exercice 4 Dans R3 : soit A =
{

(x, y, z) ∈ R3; x2 + y4 + sin z = 1
}

, en justifiant rigou-
reusement votre réponse, dire si A est compact ou non.

Exercice 5 Dans l’espace vectoriel des polynômes à coefficients réels E = R[X] dont on

écrira les éléments de degré n ∈ N sous la forme P =
k=n∑
k=0

akX
k, on considère

||P ||1 =
k=n∑
k=0

|ak| et ||P ||∞ = sup
x∈[0,1]

|P (x)|

1. Montrer que ||.||1 et ||.||∞ sont des normes sur E.
2. Pour tout entier n soit Pn = Xn ∈ E. La suite (Pn)n∈N est-elle de Cauchy pour la
norme ||.||1 ?
3. La boule unité fermée de (E, ||.||1) est-elle compacte ?
4. Les deux normes sont-elles équivalentes ?


