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Controle continu 1

Exercice 1 Soit ~X =

(
X1

X2

)
un vecteur aléatoire centré de matrice de covariance ΓX =

(
1 1
1 1

)
.

Montrer que X1 = X2 p.s.

Exercice 2 Soit ~X =

(
X1

X2

)
un vecteur aléatoire centré de matrice de covariance ΓX =

(
6 2
2 9

)
.

1) Déterminer une matrice A et un vecteur aléatoire ~Z =

(
Z1

Z2

)
tels que ~X = A~Z et ΓZ = Id.

2) Si ~X est un vecteur gaussien, que peut-on dire de plus sur la loi de (Z1, Z2).

Exercice 3 Soient les entiers n, n1, n2 ≥ 0 tels que n1 + n2 = n. On considère les vecteurs (~e1, ~e2)
définis par ~ej = (ei,j) où ei,1 = 1 pour 1 ≤ i ≤ n et

ei,2 =

{
1 si 1 ≤ i ≤ n1
−1 si n1 + 1 ≤ i ≤ n.

1) Soit B la matrice de vecteurs colonnes (~e1, ~e2). Calculer la matrice B∗B et la matrice (B∗B)−1B∗.

2) Soient ~λ =

(
a
b

)
∈ R2, et ~X un vecteur gaussien de loi N (B~λ, σ2In). On note (Xi)1≤i≤n ses

coordonnées. Soit Λ̂ =

(
Â

B̂

)
défini par Λ̂ = (B∗B)−1B∗X. Donner les expressions de Â et B̂ en

fonction des variables aléatoires X1 =
1

n1

n1∑
i=1

Xi et X2 =
1

n2

n∑
i=n1+1

Xi.

3) Donner les lois de Â et B̂.

4) A quelle condition les variables aléatoires Â et B̂ sont-elles indépendantes ?

5) Donner l’expression de X̂ = BΛ̂ en fonction des variables aléatoires X1 et X2.

6) Quelle est la loi de X̂ ?

7) Quelle est la loi de ~X − X̂ ? Préciser le rang de sa matrice de covariance.

8) Les vecteurs aléatoires ~X − X̂ et X̂ sont-ils indépendants ?

9) On note (X̂i)1≤i≤n les coordonnées du vecteur aléatoire X̂. Les vecteurs aléatoires ((Xi −
X̂i)

2)1≤i≤n et (X̂2
i )1≤i≤n sont-ils des vecteurs gaussiens ? sont-ils indépendants ?

10) Donner l’expression de ‖ ~X − X̂‖2 en fonction des variables aléatoires

S2
1 =

1

n1 − 1

n1∑
i=1

(
Xi −X1

)2
et S2

2 =
1

n2 − 1

n∑
i=n1+1

(
Xi −X2

)2
.

11) Quelle est la loi de ‖ ~X − X̂‖2 ?

12) Les variables aléatoires ‖ ~X − X̂‖2 et Â sont-elles indépendantes ?

13) Soit ~x ∈ Rn et la fonction F de R2 dans R définie par F (~µ) = ‖~x − B~µ‖2. Déterminer son
application différentielle DF~µ en ~µ.

14) Trouver ~µ tel que DF~µ = 0.

15) En déduire la matrice de la projection orthogonale sur Vect(~e1, ~e2).

16) Vérifier que p.s.
‖ ~X −BΛ̂‖ = inf

µ∈R2
‖ ~X −B~µ‖

1


