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Notations : Re(z) et Im(z) désignent respectivement la partie réelle et la partie imaginaire d’un complexe

z. ∂Ω désigne la frontière topologique d’une partie Ω de C, c’est à dire Ω\Ω̊ où Ω̊ est l’intérieur de Ω.

Exercice 1. On pose ∆ = {z ∈ C, Im(z)Re(z) > 0} et pour z ∈ ∆,

f(z) =
∑
n≥1

einz
2

z − n(1− i)

1. Montrer que cette relation définit bien une application sur ∆.

2. Montrer que ∆ est un ouvert de C et que f ∈ H(Ω).

3. Etablir l’inégalité suivante :

|f ′(z)| ≤ 2|z|+ 1

eRe(z)Im(z) − 1
, ∀z ∈ ∆ .

Exercice 2. Soient f et g deux fonctions holomorphes sur C telles que

|f(z)| ≤ |g(z)|, ∀z ∈ C .

Le but de cet exercice est de montrer qu’il existe λ ∈ C tel que

f(z) = λ g(z), ∀z ∈ C . (1)

1. Traiter le cas où f est identiquement nulle.

Dans la suite on suppose que f n’est pas identiquement nulle. On note réciproquement Λf et Λg
l’ensemble des zéros de f et de g dans C.

2. Montrer que Λg ⊂ Λf .

3. Pour tout z0 ∈ Λg, montrer que la multiplicité de z0 en tant que zéro de f est supérieure
ou égale à celle de z0 en tant que zéro de g.

4. En déduire que f/g est prolongeable en une fonction holomorphe sur C.

5. Conclure.

Exercice 3.
On note D = D(0, 1) le disque unité ouvert de C.
Soient (gn)n≥0 une suite de fonctions holomorphes sur D et f ∈ C(D) telles que gn → f
uniformément sur D. On suppose que f(z) 6= 0 pour tout z ∈ ∂D.

1. Montrer que f a un nombre fini k ∈ N de zéros (comptés avec leur multiplicité) dans Ω.

2. Montrer qu’il existe n0 ≥ 0 tel que pour tout n ≥ n0, gn a exactement k zéros (comptés
avec leur multiplicité) dans D.

Exercice 4.
Montrer que les intégrales suivantes sont bien définies et appliquer la méthode des résidus afin
de déterminer leur valeur :

I =

∫ +∞

0

x sin(x)

(x2 + 1)2
dx

et

J =

∫ +∞

0

x−1/4

1 + x3
dx .
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Problème :

Le but de ce problème est de déterminer l’ensemble des automorphismes du disque unité
ouvert D = D(0, 1), c’est à dire l’ensemble des bijections biholomorphes de D sur lui-même.

Question préliminaire : Soit Ω ⊂ C un ouvert connexe borné et f ∈ H(Ω) ∩ C(Ω). Montrer
que

sup
z∈Ω
|f(z)| = max

∂Ω
|f(z)| .

Partie I : Soit ϕ : D → D holomorphe telle que ϕ(0) = 0.

1. Pour 0 < r < 1, montrer que

sup
z∈D\{0}

∣∣∣ϕ(z)

z

∣∣∣≤ 1

r
.

2. En déduire que
|ϕ(z)| ≤ |z|, ∀z ∈ D .

3. Montrer que si, de plus, il existe z0 ∈ D\{0} tel que |ϕ(z0)| = |z0| alors il existe un
complexe λ de module 1 tel que

ϕ(z) = λz, ∀z ∈ D .

Partie II : Pour λ ∈ C de module 1 et a ∈ D, on pose

φλ,a(z) = λ
z − a
1− āz

.

1. Montrer que φ1,a ∈ H(D) ∩ C(D).

2. Déterminer |φ1,a(z)| pour tout z ∈ ∂D.

3. En déduire que φ1,a applique D sur lui-même puis que c’est une bijection de D sur
lui-même dont on déterminera la bijection réciproque.

4. Conclure que φλ,a est un automorphisme de D pour tout λ ∈ C de module 1 et tout
a ∈ D.

Partie III :

1. Soit ϕ un automorphisme de D tel que ϕ(0) = 0. Montrer qu’il existe λ ∈ C de module
1 tel que ϕ(z) = λz.

2. Soit ϕ un automorphisme de D. On pose a = ϕ(0). Montrer que ϕ = φλ,−λ a avec |λ| = 1
(on pourra composer ϕ avec une application bien choisie et appliquer le 1.).
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