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Université de Tours Année 2018-2019
Master de Mathématiques, S7

Analyse complexe

L’épreuve dure 240 minutes. Les exercices 1, 2, 3 et le probleme 4 sont indépendants. Les doc-
uments ne sont pas autorisés. des points seront ajoutés si la copie est correcte claire concise ou
compléte.

Exercice 1.(séries entiéres et fonctions holomorphes)

1.

10.

petit échauffement : calculer le rayon de convergence de la série

n
ZQ

n>1 2
Quel est le rayon de convergence R, de la série :
3 (=2)"
= (n+1)2n!

La série précédente définit une fonction holomorphe -notée f- sur le disque D(0, Ry,).
Pourquoi?

Montrer que

On pose

Donner son domaine de définition.

g est-elle holomorphe 7

g = fsur D(0, Re,)?

Soit A(z) une fonction holomorphe entiére ( holomorphe sur C) et telle que
|h(2)| < C 4+ D|z|?

ouC,D eR.
Montrer que h est nécessairement un polyndéme.

Vérifier que

2
z
gl < |l +17 1 Ve R(2) >0

Montrer cependant que g n’est pas un polynome.



Exercice 2.( le long des chemins de C)

1. Calculer l'intégrale suivante le long du carré C' = [1+1i,—1+4,—1 — 4,1 —1] :

/ zZ + z2%dz
C

2. Calculer 'intégrale suivante le long de la courbe v : [0,1] > ¢ — t +it® de

/ cos? zdz
”

3. Calculer le long du cercle centré en 3 de rayon 4 et orienté comme vous voulez de
-3
/ S Ak B ¥
L (2 =) (z +2)
4. Soit a un réel fixé; on se propose de calculer
+o0 9
I, := / e /2 cos(at)dt

en supposant connu que
+oo
/ e 12t = \2r
—0o0

Soit A > 0 et soit R4 le rectangle [A, A +ia, —A + ia, —A|.

Donner une expression de
22
/ e 2dz
Ry
5. En faisant tendre A — +o00 calculer

+o0 ) )
/ e—t /2—ztadt
)

6. Pour A > 2, on note 74 le chemin composé du chemin ~4 : [-A, A] — C, ¢ ~ ¢ suivi du
chemin v : [0,7] = C, 8+ Ae®. Déterminer Ind.,,(—1—1) et Ind,,(2i). Pour ce dernier,
on pourra faire intervenir Indg , (2i) ou © 4 est le cercle centré a I'origne de rayon A parcouru
dans le sens direct. En déduire

et en déduire 1.

/ ! dz
W 2+ 1=z 4+ (2-2i)

7. En faisant tendre A — +o00, déterminer

1
/R:c2+(1—z')x+(2—2i)dx'



Exercice 3. (Moyenne et extrema)
Partie 1 : Soit {2 C C un ouvert et f holomorphe sur 2.

1. En écrivant la formule de la moyenne en a € €2 montrer qu'il existe un disque ouvert D(a,r) C
Q tel que
-soit R(f) est constante sur D(a,r).
-soit il existe 2 suites (,)nenv €t (Yn)nenw contenues dans D(a,r) qui convergent vers
a et telles que

R()(@n) < R((a) <R (yn), Yne N,

2. En déduire que (f) n’admet pas d’extremum local strict dans €2.

3. Si on suppose de plus que  est connexe, montrer que R(f) admet un extremum local dans
() si et seulement si f est constante sur (2.

Partie 2 : On appelle polynome harmonique un polynome de la forme :

P(z,z2) = i a,z" + i b, z"
0 0

1. Calculer pour tout n € N

1 2w )
— (20 + Re™)"dt
2 Jo

2. Calculer pour tout n € N
1 2w

— (20 + Reit)"dt
21 Jo

3. En déduire qu'un polynome harmonique vérifie le théoréme de la moyenne.



Probléme (Combinons a l'aide des complexes!)
On notera Ey :=0, E,={1,2,---,n—1,n}sin>1
On note p, le nombre de partitions de F,. Une partition de E,, est une décompostion de F,, en
union de parties disjointes de E,, . Autrement dit une partition est un ensemble de partie de FE,, :
{Ay, - Ai} tel que

ANA; =0 Yi,j=1,---k et 1#]

A, CFE, Yi=1,--k (1)

U&:m

1. Vérifier que py = 1 et calculer pq, p2, p3.

2. Montrer que pour tout n € N*
n
Pn+1 = Z C:pk
k=0

( On pourra raisonner en fixant z € E, . et en envisagent tous les A; possibles contenant x)

3. Supposons que la série
oo Zn
s !
converge sur le disque D(0, R) de centre 0 et de rayon R vers une fonction f.
Montrer qu’alors f vérifie

4. En déduire que

5. Quel est le rayon de convergence R de la série?

6. Montrer que f™(0) = p, et en déduire que

n| 66Z—1
Pn =

- d
o *

zl=r 2"

7. Démontrer que

R

e

R——
e
8. En déduire que
nle¢”

eR"

Pn <

9. En choisissant judicieusement R montrer que



