Université Francois Rabelais Tours 2018-2019
M1 Arithmétique

Arithmétique: Examen du 18/12/18

Durée: 4 heures.
L’évaluation de la copie tiendra compte de la qualité de sa rédaction

Exercice 1 : Soit p un nombre premier impair tel que p = 1 mod 3. Montrer que U(Z/pZ) contient
un élément z d’ordre 3. Vérifier que (22 + 1) = —3 mod p et en déduire (f) (on pourra calculer

7?4+ x + 1 au préalable).

Exercice 2 : Polyndmes cyclotomiques
On note U,, I’ensemble des racines n-iémes de l'unité dans C. On rappelle que ®,(X) est le
polynéme cyclotomique d’indice. Soit p un nombre premier et m un entier premier avec p.

1. Démontrer que si z est racine primitive pm-iéme de 'unité alors 2 est racine m-éme primitive
de 'unité.

2. Démontrer que @,,(X)®,,(X) = ©,,(X?) (On commencera par établir que les deux polynomes
de Iégalité ci-dessus ont méme degré).

3. Démontrer, en vous inspirant de la méthode ci-dessus, que pour tout entier 7 > 1

B, (X"

P g, (o)

4. En déduire ®,,. Vérifier votre calcul en déterminant Ajs.

5. Etablir que ®12 est irréductible dans Z[X] et démontrer qu’il ne 'est pas dans Z/2Z[X] ni
dans Z/3Z]X].

Exercice 3 : Equations Diophantiennes (les questions sont indépendantes)

1. Montrer qu’il n’y a pas de solutions en nombres entiers a I’équation 2?2 + 37y> = 60 (on
pourra travailler modulo m avec m bien choisi).

2. Démontrer que 1’équation Diophantienne 22 + y* + 2% = 4(2y + yz + zz) n’a pas de solution
non triviale (méme indication).

Probléme: L’objectif de ce probléme est de montrer que Z[¢] := {a + b¢ | (a,b) € Z?} ou
&= %ﬁ est un anneau principal qui n’est pas euclidien. Une norme de Dedekind-Hasse sur un
anneau intégre A est une application N : A — N telle que

N(z) = 0 si et seulement si z = 0,
si z,y € A\{0} alors y | = ou il existe (s,t) € A% tel que 0 < N(sz — ty) < N(y).

1. On suppose que A est un anneau euclidien de stathme f qui n’est pas un corps. Montrer
qu’il existe un élément y € A tel que



(a) y#0ety ¢ U(A)
(b) Pour tout a € A, il existe ¢ € A et r € U(A) U {0} tel que a = qy + r. [On prendra un
élément qui minimise le stathme sur A\(U(A4) U {0}).]

. Montrer que pour un tel y, le quotient A/(y) est un corps.

. On suppose maintenant que A est intégre et A posséde une norme de Dedekind-Hasse.
Montrer que A est principal.

. On définit N : Z[¢] — N par N(a + b€) = |a + b|>. Vérifier que N(a + b€) = a? + ab + 5b?
et montrer que N(zy) = N(z)N(y) pour tout z,y € Z[¢].

. Déterminer I’ensemble des inversibles de Z[¢].
. En déduire que 2 et 3 sont irréductibles dans Z[¢].

. En utilisant a = 2 et a = &, montrer qu’il ne peut pas exister d’élément y dans A vérifiant
1)(a) et 1)(b).

. En déduire que Z[£] n’est pas euclidien.

. Dans cette question, on montre que N est une norme de Dedekind-Hasse sur Z[£]. Soit
x,y € Z[€] deux éléments non nuls tels que y ne divise pas . On doit trouver des éléments
s,t € Z[E] tels que 0 < N(sz —ty) < N(y) c’est-a-dire tels que

(%) 0<N(s~(§)—t)<1.

On pose
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y
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ou pged(a,b,c) =1 et ¢ >
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2
(b) On suppose que ¢ = 3. Montrer que 'on peut écrire a® + 190 = 3¢ +r avec 1 <r < 2
et que le couple (a — iby/19, q) convient.

(a) On suppose que ¢ = 2. Montrer que le couple (1, ) convient.

(¢) On suppose que ¢ = 4. Ainsi a et b ne sont pas tous les deux pairs.

e Si a et b sont impairs montrer qu'il existe ¢ € N tel que a? + 19b?> = 8¢ + 4 et que
a —1bv19
2
e Si a ou b est pair montrer que a? 4+ 19b> = 4q + r avec 0 < r < 4 et que le couple

(a —ibv/19, q) convient.
(d) On supppose que ¢ > 5. Justifier qu’il existe ny,ns, ng € Z tel que

le couple ( ,q) convient.

nia + n2b +nsc=1.

(e) Soit (q,7) € N tel que noa — 19n1b = c¢q + r avec |r| < ¢/2. Montrer que le couple
(ng + i1V 19, ¢ — in3V'19)

convient.
(f) Conclure.



