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justifiées.

Exercice 1: Questions bréves issues du cours (4 points).

1. Pourquoi un polynéme de R[X] de degré impair admet-il toujours une racine réelle ?

2. Le nombre u = cos(§) est-il algébrique ou transcendant sur Q. Quel est son polynéme minimal et

la dimension de Q(u) ?

3. On se donne la forme quadratique sur R? q(x,y, z) = 22 + 2y* + 2y + x2. Donner la forme biliéaire

associée, déterminer la signature de q.

a
4. On se donne la matrice de M>(R). Donner son polyndme caractéristique et en déduire
b ¢

qu’elle est toujours diagonalisable.

Exercice 2 (4 points): On considére E = R, [X] et sa base canonique B = (1, X,..., X™).
1. Rappeler la définition de la base duale B* = (g, ¢1,...,¢n) de B.

2. On consideére les formes linéaires fo,. .., f, sur E définies par f;(P(X)) = w pour tout P(X)
dans E (avec P()(X) la dérivée i-ietme de P). Calculer f;(X7) pour (i,5) € {0,1,...,n}%. Que

peut-on en déduire ?
N ) .
3. A laide de ce qui précéde montrer que pour tout polynéme P(X) € E,ona P(X) =>_"_, PT(O)X’.

4. Soit F' le sous-espace vectoriel des polynomes P de E tels que P(—X) = X. Donner une base de F

et en déduire F*.

Exercice 3 (4 points): Soit la matrice

a 1 0
T = 0 b 0
0 0 a+1

ot (a,b,c) € R3.



1. Donner les valeurs propres de 7T'.
2. Donner sans calcul deux vecteurs propres de T
3. On suppose que a # b, diagonaliser T.

4. On suppose a = b. Donner la décomposition de Dunford de T'.

Exercice 4 (3 points): Soit £ = Mj3(R) lalgébre des matrices 2 x 2 sur R. On définit Iapplication
S:FE — E par

a b d ¢
S =

c d b a

1. Montrer que S est un endomorphisme de E et calculer S2.

2. Donner le polynéme minimal de S puis diagonaliser S.

Pour la fin de l'examen, on pourra choisir de traiter l'ezercice 5 ou l'exercice 6 (mais pas de traiter des

questions dans chaque !).

Exercice 5 (5 points): Soit

1 4 =2
M = 0 6 -3 | eM3R).
-1 4 0

1. Calculer son polyndme caractéristique x.

2. Déterminer les sous-espaces caractéristiques de M. La matrice M est-elle diagonalisable ?

3. Déterminer la décomposition de Dunford de M.

Exercice 6 (5 points): Soit u un endomorphisme de E espace vectoriel sur K de dimension finie et

u = d + n sa décomposition de Dunford.

1. Déterminer la décomposition de Dunford de u? en fonction de d et n.
2. De facon générale, comment trouver la décomposition de Dunford de u* pour tout entier k& > 1.

3. Justifier que w est inversible si et seulement si d est inversible. Donner dans ce cas la décomposition

de Dunford de u~! en fonction de d et n.



