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Durée : 2 h
On supposera dans tous les exercices que 1’espace vectoriel R? est muni du produit
scalaire euclidien et de la distance euclidienne. On notera par uy le vecteur (cos#,sin6).
On notera par O(2) le groupe des isométries vectorielles de R?.
Exercice 1.

1. Enoncer et démontrer le Théoréme de Pythagore dans R? vectoriel.

2. Compléter la proposition : le triangle ABC' du plan affine euclidien R? est rectangle
en B si et seulement si ....... Démontrer cette proposition.

3. En utilisant le théoréme de Pythagore dans les différents triangles rectangles de la
figure, démontrer les différentes relations entre distances :

h?*=BH? = AH HC, da*=bHC, &=0bAH.

4. On ne dispose que d'un compas et d'une régle. Comment construire la figure ?

Exercice 2.

1. Soit v = (3,4) et w = (—20, 15) ; montrer que {v, w} est une base orthogonale de
RQ

2. Montrer que ||v + w|| = ||[v — w]|.

3. Trouver les composantes du vecteur (—7,74) dans la base {v, w}.

4. Soient vy, vy € R? tels que [|v1]|| = ||va]| # 0.
Montrer que v; — vy est orthogonal & vy + vs.

Exercice 3. On munit R? de sa base canonique {ug, tr/2}.

1. Déterminer les matrices respectives des rotations R; et Ry telles que Ry (ug) = uy /6
et RQ(U()) = uﬂ—/4

2. Donner la définition de 'angle orienté de vecteurs < uﬁm s4 > et préciser une
mesure de cet angle.

3. Montrer que R;' o Ry est une rotation. En déduire les valeurs de cos(w/12) et de
sin(m/12).

4. Proposer toutes les méthodes que vous connaissez pour calculer cos(5m/12).
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Exercice 4. On considére 'ensemble S des 4 vecteurs suivants :
S = {51 = (17 1)782 = (_17 1)783 = (_17 _1)784 = (17 _1>}

1. Soit u € End(R?) un endomorphisme de R? tel que u(s;) =s; Vi € {1,2,3,4}.
Montrer alors que v = Id.

2. Donner la forme générale d’'une matrice de symétrie orthogonale de R? et en déduire
celle de la symétrie orthogonales qui transforme s; en ss.

3. Soit u € End(R?) tel que u(S) = S. Montrer alors que u € O(2).
On notera par C ’ensemble de ces isométries.

4. Montrer que C est un sous-groupe de O(2).
5. Montrer que C N O(2)" est un sous-groupe cyclique de 4 éléments.

6. Décrire C.



